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Abstrakt 
 
 Tato diplomová práce je úvodem do problematiky tvárného lomu za velkých 
plastických deformací a jeho výpočtové simulace. 
V teoretickém úvodu je rozebrána podstata explicitní metody konečných prvků 
(MKP), jako dominantního výpočtového nástroje v této oblasti. 
Diplomové práce dále zhodnocuje nynější stav vědeckých poznatků a možností 
simulací tvárného porušení. Je zpracována přehledná tabulka použitelných kritérií, z nichž 
jsou vybrána nejvhodnější, která jsou detailně popsána. Je snahou přiblížit i problematiku 
implementace zmíněných kritérií ve formě uživatelských podprogramů (subroutin) do 
komerčních programů MKP. 
Těžiště práce je obsahem kapitol 7-9, kde jsou aplikována dvě vybraná kritéria 
tvárného porušení (kritérium ekvivalentního lomového přetvoření a Johnson-Cook) na 
výpočtovou simulaci technologické operace střih. Výpočty byly provedeny v programovém 
systému ABAQUS/Explicit 6.5.1 a k jejich verifikaci byl proveden experiment. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Klíčová slova 
Tvárné porušování, explicitní MKP, kritéria tvárného porušení, simulace 
technologických procesů 
Abstract 
This diploma thesis is an introduction to the ductile fracture under large plastic 
deformations and is focused to numerical simulation of this type of problems. 
Explicit finite element method (FEM) is discussed in theoretical introduction as the 
most powerful tool for numerical calculations in this area.  
Actual state of research and possibilities of ductile fracture simulations are presented. 
Applicable fracture criteria are collected in a summary sheet and the most important ones are 
selected and commented in detail. The problem of implementation of selected criteria into 
commercial FEM packages is discussed, too. 
Main part of the work is presented in chapters 7÷9 where two ductile fracture criteria 
(Equivalent Fracture Strain and Johnson-Cook) are applied to numerical simulation of 
material cutting. All results were obtained with ABAQUS/Explicit 6.5.1 and their verification 
was realized by experimental measurement. 
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1. ÚVOD 
Tato diplomová práce spadá do oboru technologických operací. Z globálního pohledu 
se dá porušení materiálu rozdělit na jev pozitivní (u obrábění, dělení materiálu aj.) a negativní 
(protlačování, tažení). K tomu abychom mohli tento děj správně popisovat a modelovat, 
musíme jej nejprve pochopit a popsat. Největší pozornosti se teorii porušování dostalo po 
druhé světové válce, kdy bylo potřeba zodpovědět mnoho palčivých otázek nejen z teorie 
křehkého, ale také tvárného porušování, kterým byly součásti ve válečném konfliktu a 
nejenom v něm extrémně zatíženy a často vedly k fatálním selháním při ztrátách lidských 
životů. 
V sériové výrobě, která bezesporu má a bude mít v průmyslu dominantní postavení je 
velkou motivací optimalizace nejen výrobních nástrojů ale i procesů samotných. To platí 
především pro technologii tváření. Schopnost správné predikce porušení a rozvoje trhlin 
v materiálu během technologických operací zvyšuje možnosti jejich předcházení. Tím se 
snižují výrobní náklady, jako jsou energetická náročnost, životnost nástrojů a podobně.  
Tvárné porušení je nejčastějším typem porušení materiálu. 
Historicky nejstarší přístupy určování vzniku porušení tvářeného materiálu vycházely 
z empirických zkušeností. Tyto přístupy jsou platné jen pro několik málo technologických 
operací a jsou velmi závislé na typu zatěžování a použitém materiálu. V průběhu času byla 
definována dlouhá řada kritérií tvárného porušení, ale doposud ani jedno nebylo ověřeno praxí 
jako dostatečně univerzální. Taktéž doposud není k dispozici publikace, která by uspokojivě 
rozdělila kritéria a určila jejich validitu.  
S nástupem výpočetní techniky dostalo studium tvárného porušení velký impulz. 
Zvláště po příchodu výpočtového modelování a numerické metody konečných prvků (dále jen 
MKP). S rychlým rozvojem výpočetní techniky bylo možné aplikovat sofistikovanější 
modely, které bylo do té doby obtížné využít ve strojnické praxi. S pomocí MKP se dají 
analyzovat možná místa poškození, následné trhliny i jejich šíření v součásti. 
Kritéria porušení lze rozdělit dle návrhu Atkinsona na empirická, růstu dutin, 
porézních materiálů a poškozování kontinua. Empirická kritéria jsou v zásadě jednodušší 
snáze pochopitelná kritéria, nejčastěji s  jednou materiálovou konstantou, ale chybí jim dobrý 
fyzikální podklad. Pro určení materiálové konstanty nám postačí pouze jedna materiálová 
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zkouška. Tato kritéria bývají silně závislá na typu zatěžování a nedají se nazvat univerzálními 
kritérii tvárného porušení. Naproti tomu zbývající kritéria postihují tvárné porušování, jako 
makroskopický efekt mikroskopických procesů a snaží se popsat tento jev fyzikálním 
přístupem. Nevýhodou těchto kritérií je určování většího počtu materiálových konstant, ke 
kterým je potřeba získat experimentální hodnoty. Právě to činí tato kritéria nákladná a pro 
praxi nepříliš lákavá, protože pro každý materiál musí být materiálové konstanty určeny 
znovu.  
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2. FORMULACE PROBLÉMU A CÍLE ŘEŠENÍ 
V posledních letech byl velký zájem o problematiku tvárného lomu ze strany 
automobilového, leteckého, ocelářského a jiného průmyslu. Proto byly i do komerčních 
programů MKP implementovány některé modely porušení. Vzhledem k tomu, že je tato část 
výpočtového modelování stále mladá a žádaná, je činěn na vývojáře těchto programů značný 
tlak, aby byla do programů implementována spolehlivá lomová kritéria. Mnohé z komerčních 
programů umožňují vytvoření uživatelských materiálů, kterými může uživatel knihovnu 
kritérií porušení rozšířit.  
Doposud nebyly do programů vepsány rady pro uživatele, které by doporučovaly užít 
kritéria porušení pro konkrétní aplikace. Chybí taktéž návody, jak určit kalibrační materiálové 
konstanty pro jednotlivé modely porušení. Cílem této diplomové práce je nastínit zájemcům o 
tvárné porušení dnešní možnosti výpočtového modelování tohoto typu porušení, vybrat 
kritéria porušení pro konkrétní technologické operace na základě rešerší, přičemž nebudou 
popisovány postupy kalibrace materiálových konstant. Nakonec bude demonstrativně 
předveden výpočtový model střihu kruhové tyče jako polotovaru pro výrobu šroubu. 
Předpokládá se, že všechny materiály jsou porušovány tvárným lomem a jsou bez trhlin.   
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3. PORUŠOVÁNÍ MATERIÁLU 
3.1. Podstata plastických deformací 
Kovové materiály při svém tuhnutí z taveniny vytvářejí krystalickou strukturu, která 
by se za ideálních podmínek stala monokrystalem s minimální potenciální energií. Atomy 
vytváří atomovou mřížku, která tvoří v opakujících se pořadích atomové roviny a ty tvoří 
krystal. Při tuhnutí materiálu však vzniká velké, nezanedbatelné množství poruch, nejenom 
z důvodu nerovnoměrného tuhnutí, ale i vlivem vměstků a precipitátů, které nejčastěji udávají 
směr šíření trhliny. Poruchy v krystalografické struktuře lze rozdělit dle [3] na: bodové 
(vakance, intersticiály), čárové (dislokace) a rovinné (vrstevní chyby).  
Pokud zatížení materiálu nedosáhne meze kluzu, dochází pouze k pružným 
deformacím a po odlehčení se materiál vrací do své původní geometrické konfigurace. Při 
zatěžování nad mez kluzu dochází k plastické deformaci, která je úzce spjata s porušováním 
materiálu.  
Plastická deformace v materiálu vzniká nejčastěji vzájemným skluzem nejhustěji 
obsazených atomových rovin. Největší vliv na tento děj má pohyb dislokací, jejich vznik, 
spojování i vzájemné křížení. Křížením dislokací vzniká i zpevňování materiálu. 
Po vyčerpání schopnosti materiálu se dále plasticky deformovat vzniká v materiálu 
porušení, které je v základě možné rozdělit na štěpné a tvárné. 
3.2. Mechanismy porušování 
3.2.1.  Štěpné porušení 
Toto porušení je typické pro materiály, jako jsou sklo a keramika, kdy k porušení 
materiálu dochází se zanedbatelnou plastickou deformací. Za určitých okolností dochází 
k tomuto typu porušení i u ocelových materiálů. Nejvýznamnějším faktorem jsou pro jeho 
vznik u ocelí (obecně u většiny kovů) nízké teploty. 
3.2.2.  Tvárné porušení  
Je to komplexní fenomén nejčastější příčiny defektu při tváření. Při porušování 
materiálu tvárným mechanismem dochází k rozvoji plastické oblasti a k velkým změnám 
tvaru. Limitu tvařitelnosti určuje stav, kdy materiál nemůže být dále spojitě deformován se 
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nastává především při vysokých hodnotách triaxiality (viz kapitola 4.2.1 vzorec 4.5). Dutiny 
mohou vznikat i mechanismem dislokací.  
Lomová plocha je hrubá a je možné na ní často pozorovat i historii porušení materiálu.  
Studiem této oblasti se zabývali zejména McClintock, Gurson, Rice a Tracey. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 2: Tvárné porušení při tahu kruhové tyče – Bořkovec [4] 
  
 
Tlaková oblast 
Tento typ porušování nebyl v minulosti zkoumán v takové míře jako porušení v tahové 
oblasti.  Doposud pro něj nebyl definován žádný všeobecně uznávaný mechanismus porušení, 
přesto jsou lomové plochy z tahové a tlakové zkoušky výrazně odlišné.  
Při tahové zkoušce je lom orientován kolmo na hlavní napětí, ale při tlakové zkoušce 
je vzorek porušen v rovině maximálního smykového napětí, které s největším hlavním 
napětím svírá úhel 45°. Proto budeme rozlišovat pouze dva typy porušování.  
V tahové oblasti jde o vznik dutin a jejich propojování a v tlakové oblasti jde o 
porušení smykovým mechanismem.   
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4. KRITÉRIA TVÁRNÉHO PORUŠENÍ    
4.1. Přehled předchozích přístupů 
Problému tvárného porušení jako fenoménu bylo věnováno mnoho publikací. Vzniklo 
mnoho různých typů kritérií, ke kterým není doposud jednotný přístup. Mnozí autoři užívají 
rozdělení jednotlivých kritérií na empirická nebo fenomenologická kritéria (Šuta[1], Wifi[7]). 
Tento přístup je dle mého názoru nešťastný, protože fenomenologická kritéria popisují 
porušení za pomoci charakteristických fenoménů, které jsou zjišťovány z experimentálního 
pozorování. Proto se budu v celé práci držet rozdělení kritérií, které navrhl Atkins. Ten 
rozdělil kritéria tvárného porušení do čtyř skupin. 
• Empirické modely 
• Modely růstu dutin 
• Modely porézních materiálů 
• Mechanika poškození kontinua 
    
4.2. Kritéria porušování 
Obecným problémem většiny teorií kritérií porušování je jejich použitelnost v praxi. 
Dá se říci, že tento problém má většina dobrých teorií (nejenom v této problematice), jimiž se 
tato práce zabývá. Ve vědeckých kruzích se usiluje o co možná největší přesnost popisu a 
obecnost formulací, která je mnohdy náročná na realizaci jak časově tak finančně. Naproti 
tomu je v praxi upřednostňována jednoduchost, přesnost na dané rozlišovací úrovni a finanční 
nenáročnost.  
Je též samozřejmě nutné, aby kritéria předpovídala nejen mezní hodnotu poškození, 
ale také místo poškození.  
Kritéria porušení obsahují materiálové konstanty, které se určují pro každý materiál. 
Pro jejich určení je potřeba provést experimenty a numerické simulace a na jejich základě 
konstanty určit. Tyto experimenty by měly postihnout charakter porušení, který bude 
zkoumán. Provádí-li se jich více, typ experimentu by měl zaručit vždy jinou napjatost při 
porušení, což může být například zkouška tahem s různými vruby. Důležitým činitelem při 
určování materiálových konstant je i tření. Nesprávné nastavení tohoto parametru mezi 
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materiálem a nástrojem při simulaci může znehodnotit i obecně dobré kritérium. Otázka tření 
je, jak uvedl Šuta [1], obzvláště důležitá při pěchování. 
Pokud budou do výpočtu materiálové konstanty přebírány z literatury, měla by být 
věnována zvýšená pozornost jejich věrohodnosti, protože jak uvádí Wierzbicki [2], mnohdy 
se v literatuře můžeme setkat s „děsivými“ daty. 
 
Na následujících třech stranách je rozložena tabulka 1, s nejznámějšími a 
nejužívanějšími kritérií tvárného porušení. Kritéria jsou v nich rozdělena dle 4.1. Zkratka ve 
sloupečku kl.t. znamená počet nutných kalibračních testů kritéria. Značka „ √ “ znamená 
vhodnost kritéria pro daný typ zatěžování, „ × “ znamená nevhodnost kritéria pro daný typ 
zatěžování a „ ‐  “  jsou označeny ty typy zatěžování, ke kterým nebyly dostupné rešeršní 
zdroje. Všechna kritéria byla takto hodnocena na základě literatury uvedené v bibliografii a 
zkušeností nabytých při řešení této diplomové práce.  
  
  
Empirické modely
jméno tah tlak smyk  rychlé
Max. tahové napětí 1 √ × ‐ ‐
Max. redukované přetvoření 1 √ √ ‐ ×
Integrál hydrostatického napětí 1 ‐ × ‐ ‐
Clift ‐ Freundenthal 1 ‐ × √ √
Cocroft ‐ Latham 1 ‐ √ ‐ ×
Cocroft ‐ Latham ‐ Oh 1 ‐ √ ‐ ×
Brozzo 1 √ √ ‐ ×
Norris 2 ‐ √ ‐ ×
Schiller 1 ‐ ‐ ‐ ‐
Grosman 3 ‐ ‐ ‐ ‐
Hoffmanner 2 ‐ ‐ ‐ ‐
Johnson ‐ Cook 3 √ √ × √
definice kal.t.
Vhodnost použití
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Modely poškození kontinua
jméno
Shear criterion 1 ‐ ‐ √
Xue ‐ Wierzbicki 4 √ √ √
EWK 4 ‐ √ ‐
Wilkinson  4 ‐ √ ‐
Crach‐FEM 7 √ √ √
Bao ‐ Wierzbicki 1 √ √ ‐
  * žlutě označená kritéria jsou nejvhodnější pro daný typ zatěžování
definice kal.t. tah tlak smyk 
 
 
Tabulka 1: kritéria tvárného potušení rozdělená dle Atkinsona  
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4.2.1. Empirické modely 
Tato skupina modelů porušování patří k nejstarším a zároveň nejjednodušším 
kritériím, jak z pohledu definice, tak kalibrace. Nejjednodušší kritéria formulují porušení 
takto: Dojde-li k mezní hodnotě kriteriální veličiny, pak dojde k poškození materiálu. 
Nejčastěji bývají těmito kriteriálními veličinami redukované přetvoření, maximální přetvoření 
a hlavní napětí. Empirická kritéria jsou velmi závislá na typu zatěžování, technologické 
operaci, dále geometrii a materiálu. Jak uvedl Wifi [7], při různé hrubosti konečnoprvkové 
sítě se mohou výsledky lišit až o téměř 300%.  
Při jejich tvorbě byla preferována jednoduchost a nízké finanční náklady. Jednoznačně 
se tedy nejedná o univerzální kritéria.  
Je nutné, aby kvalitní kritérium bylo schopné předpovědět nejenom mezní stav 
lomového přetvoření, ale také jeho místo. Pokud nebyl tento předpoklad splněn, bylo 
kritérium v tabulce [1] označeno jako nevhodné k použití. 
Mezi nejpoužívanější jednoparametrická kritéria patří kritérium redukovaného 
přetvoření, kritérium Brozzo, Cocroft-Latham-Oh, které je modifikací kritéria Cocroft-Lathan, 
kde Oh normalizoval kritérium redukovaným napětím ߪത. Mezi víceparametrická kritéria patří 
Noris a Johnson – Cook. 
Dále budou popsána kritéria, která dávají nejlepší výsledky, nebo jsou nejvíce 
rozšířená, či jsou implementována v některých programech. 
 
Kritérium ekvivalentního (redukovaného) přetvoření 
Vznik tohoto kritéria spadá do počátku 20. století. Toto kritérium je uváděno, protože 
je nejrozšířenějším a implementované ve všech předních komerčních programech. 
 Je definováno takto: Tvárné porušení materiálu nastane v okamžiku, kdy redukované 
přetvoření v daném místě dosáhne své kritické hodnoty ߝҧ௙.  
ߝҧ ൌ ߝҧ௙ 
Ekvivalentní plastické přetvoření je definováno pro nestlačitelné plastické materiály 
vzorcem: 
(4.1) 
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ߝҧ ൌ ටଶ
ଷ
ඥߝଵଶ ൅ ߝଶଶ ൅ ߝଷଶ 
a je platné pro všechny možné napěťové stavy. Proměnné ε1, ε2, ε3 jsou hlavní přetvoření. 
Toto kritérium bylo implementováno do všech předních komerčních programů i přesto, že je 
známo, že redukované přetvoření je závislé na stavu napjatosti. Jedním z hlavních důvodů, 
proč tak jednoduchá lomová konstanta nedává uspokojivé výsledky je fakt, že nerozlišuje 
mezi tvárností při tahu a tlaku. Problémem je i absence limity pro zápornou triaxialitu             
η = -1/3. Kritérium se taktéž nehodí pro použití dějů za vysokých rychlostí. Proto toto 
kritérium není univerzální. V praxi je kritérium velmi oblíbeno pro svou nenáročnost 
kalibrace. K ní nám postačí pouze jedna, například tahová zkouška na válcovém vzorku 
s vrubem či bez vrubu.  
 Dále se získaná lomová přetvoření z kalibrací velmi liší v závislosti na použitém typu 
testu kalibrace, proto bude kritérium ߝҧ௙ poskytovat uspokojivé výsledky tehdy, bude-li 
zatěžování podobného charakteru jako při kalibraci.   
 Johnson – Cook 
Toto kritérium porušení je uváděno proto, že se v literatuře vyskytuje velmi často při 
popisu chování materiálů při velkých rychlostech deformace. Je implementováno v mnoha 
předních programech a donedávna bylo jedním z nejpreferovanějších i v kombinaci 
s modelem materiálu Johnson-Cook (dále jen J-C), který bude popsán v další kapitole. J-C 
vytvořili lomové kritérium, které popisuje houževnatost materiálu jako funkci napěťové 
triaxiality, rychlosti přetvoření a teploty. Autoři také předpokládali, že akumulované 
poškození probíhá lineárně. Při tahu může být lomovým místem střed zužujícího se krčku, 
kde je největší napěťová triaxialita (4.5) a redukované plastické přetvoření Teng [4]. 
Kritérium je definováno tak, že k tvárnému porušení dojde, pokud lomový parametr D 
dosáhne jednotkové velikosti 
ࡰ ൌ ∑ઢࢿത
࢖
ࢿࢌ
, 
kde Δߝҧ௣ je přírůstek redukovaného plastického přetvoření a ߝ௙ je lomové přetvoření, 
které je definováno rovnicí: 
ߝ௙ ൌ ൫ܦଵ ൅ ܦଶ݁ݔ݌ሺܦଷߟሻ൯ሺ1 ൅ ܦସ݈݊ߝሶכሻሺ1 ൅ ܦହܶכሻ 
 
(4.2) 
(4.3) 
(4.4) 
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ߟ ൌ ఙ೘
ఙഥ
 
 
ࢿሶ כ ൌ ࢿሶ
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V rovnici (4.4) vystupují materiálové konstanty ܦଵ - ܦହ. Dále je to triaxialita napětí η 
(4.5), která je definována jako poměr hydrostatického ߪ௠  a redukovaného ߪത napětí. Rychlost 
přetvoření ߝሶכ (4.6), ߝሶ௣ je rychlost redukovaného plastického přetvoření, ߝሶ଴ je referenční 
rychlost plastického přetvoření. ܶכ (4.7) je homologovaná teplota, ve které vystupují ௠ܶ௘௟௧, 
což je referenční teplota tavení a ௥ܶ௢௢௠ je referenční teplota (převážně se volí jako teplota při 
niž byl prováděn experiment). 
V mnohých případech je (4.4) redukována na první tři materiálové konstanty, které i 
přes tuto radikální úpravu rovnice popisují tvárné porušení uspokojivě. Tím pádem nám pro 
kalibraci materiálových konstant postačí pouze tři testy a to na hladké tyči a tyčích s různými 
vruby v kombinaci s teoretickou analýzou, či konečnoprvkovou (dále jen FE) simulací. 
Jedním z problémů kalibrace J-C kritéria je měnící se parametr triaxiality η v průběhu 
zatěžování. I přes velkou snahu se autorům kritéria nepodařilo tento jev do kritéria zahrnout. 
Dobrých výsledků s tímto kritériem bylo dosaženo při simulacích obrábění či při penetračních 
zkouškách. Ukazuje se, že dobrých výsledků je schopno toto kritérium dosáhnout i při 
vysokých rychlostech zatěžování, kdy Teng a Wierzbicki [4] děrovali ocelové pláty projektily 
při kritické rychlosti, přičemž určovali tvar výstřižku a zbytkovou rychlost projektilu.  
Teng a Wierzbicki také na základě svých experimentů vyslovili názor, že J-C 
kritérium tvárného porušení není schopno správně určit uspořádání trhlin při dominantní 
smykové/tlakové napjatosti a nedoporučují ho pro děje s malou či zápornou triaxialitou η. 
Toto kritérium je implementováno v mnoha explicitních MKP programech. Skutečný úspěch 
kritéria v komerčních programech tkví v tom, že Johnson a Holmquist zveřejnili konstanty 
pro model materiálu a kritérium porušení pro množství materiálů. 
(4.7) 
(4.6) 
(4.5) 
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Při narůstajícím množství experimentálních důkazů, že tvárné porušení není 
monotónní funkcí pouze napěťové triaxiality η, sestupuje kritérium J-C z příček nejlepších 
kritérií tvárného porušení. 
Cockroft-Lathan-Oh 
Oh modifikoval kritérium Cocroft-Lathan normalizací prvního hlavního napětí 
redukovaným napětím. Původní i modifikované kritérium bylo navrženo pro tvářecí operace, 
kde se triaxialita napětí pohybuje především v malých, či záporných hodnotách. Toto 
kritérium je dle výsledků Bořkovce [5] a Šuty [1] doporučováno pro tlaková zatížení. 
K lomu dochází, když akumulované redukované přetvoření ߝҧ modifikované poměrem 
hlavního ߪଵ a redukovaného napětí ߪത dosáhne kritické hodnoty, dle rovnice: 
׬ ఙభఙഥ ݀ߝҧ ൌ ܥ஼௅ை
ఌത೑
଴   
Kritérium porušení používá pouze jednu materiálovou konstantu pro charakterizování 
lomových vlastností materiálu. Při kalibraci tak nastává otázka, jaký typ zkoušky by měl být 
použit. Vlivem toho nastávají velké chyby zvláště u rychlých dějů, tudíž je tento model 
nevhodný pro popis porušení za vysokých rychlostí Teng [4]. Toto kritérium nalezlo i se 
svými různými modifikacemi široké uplatnění v aplikacích objemového tváření. 
4.2.2. Modely růstu dutin 
Počátky vzniku prvních modelů této skupiny spadají do padesátých let minulého 
století, kdy byl u tahových vzorků pozorován růst dutin. Kritéria této skupiny jsou založena 
na mikrostrukturním přístupu procesu deformace. Tvárný lom je definován jako proces 
vzniku (nukleace), růstu a propojování dutin v průběhu deformace s následným lomem. To se 
dá také popsat jako rozvoj poškození, který se během deformace akumuluje a při lomu je 
dosažena jeho kritická hodnota. Kritická hodnota je závislá nejen na materiálu, ale na teplotě, 
rychlosti zatěžování, množství a rozdělení strukturálních poruch, ale také na historii 
zatěžování. 
S první teorií zohledňující tento jev při porušování přišel McClintock, jehož model byl 
nejprve zpracován pouze pro dvojdimenzionální (dále jen 2D) úlohy. Ten ukázal, že 
k porušení dochází tehdy, když vzdálenost mezi dutinami dosáhne kritické hodnoty. Na toto 
kritérium navázali Rice, Tracey a Oyene.  
(4.8) 
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V podstatě je většina kritérií založena na jevu, při kterém dochází k omezování 
tvárného porušení vlivem zvyšujícího se hydrostatického napětí. 
Rice – Tracey 
Rice a Tracey studovali tvárný lom při tahovém namáhání materiálu. Uvažovali 
kulové dutiny v trojosém poli napjatosti a definovali vztah 
න ݁ݔ݌ ൬
3
2 ߟ൰ ݀ߝҧ ൌ ܥோ்
ఌത೑
଴
 
Toto kritérium obsahuje pouze jednu materiálovou konstantu a dle Bořkovce [6] je 
spolu s kritériem RTCL nejvhodnější pro popis simulací porušení při tahovém zatížení. 
 
4.2.3. Modely porézních materiálů 
Do této skupiny kritérií tvárného porušení patří kritérium Oyen, které je velmi často 
zmiňováno v literatuře. Oyen modifikoval v roce 1972 podmínku plasticity dle von Misese 
tak, aby popisovala porézní materiály a stanovil, že k lomu dojde při kritickém objemu dutin 
v materiálu viz. tab.[1].  
Dalším, kdo se zabýval popisem porézních materiálů byl Gurson, který propojil 
plochu plasticity, která je závislá na středním napětí, s modelem porušování. Definoval také 
novou veličinu nazvanou objemový podíl dutin f. Na jeho kritérium navázali Tvergaard a 
Nedleman, kteří vylepšili jeho popis těsně před lomem. Dále se pokusili i Nahshon a 
Hutchinson (2007) zlepšit vlastnosti tohoto kritéria pro smykové porušení. Přestože jsou 
výsledky tohoto kritéria slibné, nemění to nic na faktu, že pro průmyslovou praxi je toto 
kritérium s 6 potřebnými materiálovými testy téměř nepoužitelné. 
  
4.2.4. Modely mechaniky poškození kontinua 
Kritéria poškození kontinua jsou popisována konstitutivními rovnicemi. V modelech 
je taktéž vyjádřena závislost parametru porušení na rychlosti uvolňování deformační energie. 
Jako určující parametr je vyjadřován parametr porušení D, který vyjadřuje ztrátu tuhosti 
materiálu vlivem rozvoje dutin a mikrotrhlin. Poprvé byl navržen Kačanovem. 
(4.9) 
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Wierzbicky a Xue [6] vypozorovali, že všechna kritéria, založená na ekvivalentním 
lomovém přetvoření a trojosé napjatosti nerozlišují mezi tvárnosti materiálu při osové 
symetrii a rovinné napjatosti. Tento jev autoři připsali deviátorové stavové proměnné 
ߦ ൌ ଶ଻
ଶ
௃య
ఙഥయ
, kde J3 je třetí invariant deviátoru napětí a ߪത je redukované napětí.  
Xue – Wierzbicki 
Kritérium tvárného porušení Xue – Wierzbicki (dále jen X-W) je jedním z nejmladších 
a bylo poprvé publikováno v roce 2005. Přestože nepotřebuje mnoho experimentálních dat, 
vykazuje dobré výsledky. 
Porušení materiálu dle tohoto kritéria nastane, když akumulované ekvivalentní 
plastické přetvoření podělené funkcí napěťové triaxiality η a Lodeho parametrem ξ dosáhne 
hodnoty 1. 
න
݀ߝҧ
ܨሺߟ, ߦሻ
ఌത೑
଴
ൌ 1 
Nesmíme zapomenout, že parametry η a ξ jsou proměnné v průběhu zatěžování a je 
potřeba určit jejich střední hodnoty (ηav, ξav), pro které je potřeba provést další experimenty. 
ߟ௔௩ ൌ
ଵ
ఌത೑
׬ ߟሺߝҧሻ݀ߝҧఌത೑଴  
ߦ௔௩ ൌ
1
ߝҧ௙
න ߦሺߝҧሻ݀ߝҧ
ఌത೑
଴
 
Lodeho parametr, který popisuje deviátorovou složku napětí, je definován vztahem 
4.13, kde třetí invariant napěťového deviátoru je J3= σ1 σ2 σ3. Lodeho parametr může nabývat 
hodnot v intervalu ۃെ1; 1ۄ, kde pro jednoosý tah nabývá hodnoty 1, jednoosý tlak -1 a čistý 
smyk 0 
ߦ ൌ ଶ଻
ଶ
௃య
ఙഥయ
 . 
Po integraci ߟ௔௩ a ߦ௔௩  nahradíme stávající hodnoty v rovnici 4.14 
ߝҧ௙ ൌ ܨሺߟ௔௩, ߦ௔௩ሻ 
a dále je budeme psát bez indexu, i když stále půjde o střední hodnoty. 
(4.10) 
(4.11) 
(4.12) 
(4.13) 
(4.14) 
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Dalším krokem je specifikování funkce ܨሺߟ௔௩, ߦ௔௩ሻ. Jak autoři kritéria ukázali na 
obrázku 4, lomové přetvoření klesá/stoupá jak v závislosti na triaxialitě η napětí, tak na 
Lodeho parametru ξ a k popisu zvolili exponenciálních funkcí 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 4: Funkce lomového přetvoření v závislosti na napěťové triaxialitě a Lodeho 
parametru – Wierzbicki [2] 
Nejpříznivější podmínka porušení, myšleno z významu nejvyšší houževnatosti nastává 
při namáhání tahem válcových tyčí, kde deviátorová proměnná nabývá hodnoty ξ=1. Pro tuto 
podmínku osové symetrie je užito indexu axi a je definována rovnicí 
ߝҧ௙௔௫௜ ൌ ܥଵ݁ି஼మఎ,       ߦ ൌ 1. 
Nejméně příznivou podmínkou pro lom je působení rovinného přetvoření, které je vyjádřeno 
exponenciální rovnicí 4.16, s indexem ps. Kde pro rovinné přetvoření nabývá ξ hodnoty 0  
ߝҧ௙
௣௦ ൌ ܥଷ݁ି஼రఎ, ߦ ൌ 0. 
Pokles houževnatosti mezi těmito extrémy je popsán autory rovnicí 4.17, kde n je 
exponent zpevnění materiálu. 
൬ ఌ
ത೑ೌೣ೔ିఌത೑ 
ఌത೑ೌೣ೔ିఌത೑೛ೞ
൰
௡
൅ ߦ௡ ൌ 1 
Úpravou rovnice 4.17, kterou po autorech kritéria upravil Bořkovec [9], dostáváme 
rovnici 
(4.15) 
(4.16) 
(4.17) 
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ߝҧ௙ ൌ ܨሺߟ, ߦሻ ൌ ܥଵ݁ି஼మആ െ ሺܥଵ݁ି஼మആ െ ܥଷ݁ି஼రആሻሺ1 െ |ߦ|௡ሻ
భ
೙ 
V tomto kritériu vystupují 4 parametry (C1, C2, C3, C4), kterými jsou materiálové 
kalibrační konstanty určující se na základě experimentů. Mimo jiné je také vidět, že parametry 
C1 – C4 jsou závislé na exponentu zpevnění n. Počet kalibračních konstant není malý a krom 
standardních testů je potřeba provést test se smykovou napjatostí. 
Může se zdát, že toto kritérium bude pro svou relativně náročnou kalibraci nevhodné 
pro praktické využití, ale v mnoha publikacích je zmiňováno jako velmi nadějné. Kritérium 
X-W dobře předpovídá porušení u všech typů experimentů. Přesto doposud nebylo kritérium 
z důvodu své krátké existence, detailně ověřeno a neimplementovalo se do žádného 
z předních komerčních programů. Přesto zůstává středem mého zájmu a stálo by za hlubší 
probádání, kterému bych se rád věnoval v postgraduálním studiu. 
Bao – Wierzbicki 
Autoři tohoto kritéria provedli velkou sérii testů na hliníkovém materiálu 2024-T351 
[2] a vytvořili kritérium, které má tři části (růst dutin, přechodová část a smykové porušení) 
viz. obrázek 2. Učinili také významný poznatek a to že k tvárnému porušení nedochází při 
napěťové triaxialitě nižší než η = -1/3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 5: Závislost lomového přetvoření na napěťové triaxialitě pro hliníkovou 
slitinu 2024-T351, kritérium Bao-Wierzbicki – Wierzbicki [2]  
(4.18) 
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Tvárné porušení dle kritéria Bao-Wierzbicki nastane tehdy, když parametr porušení D 
nabude jednotkové hodnoty a je definován vztahem 
ܦ ൌ ׬ ଵ
௙ቀ഑೓഑ഥ ቁ
݀ߝҧ௣௟
ఌത೛೗
଴  , 
kde váhová funkce ݂ ቀఙ೓
ఙഥ
ቁ není monotónně klesající funkcí napěťové triaxiality, ale 
skládá se z několika větví definovaných  
݂ ቀఙ೓
ఙഥ
ቁ ൌ
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ
ఙ೓
ఙഥ
൑ െ ଵ
ଷ
െ ଵ
ଷ
൏ ఙ೓
ఙഥ
൑ 0
଴ழ഑೓഑ഥ ழ଴.ସ
଴.ସழ഑೓഑ഥ
  . 
 
Při kalibraci tohoto kritéria je potřeba provést testy při záporné napěťové triaxialitě a 
nízké i vysoké kladné triaxialitě. To by však znamenalo zvýšení nároků na kalibraci, a tak se 
mnozí autoři uchylují ke zjednodušení kritéria, které pro svou kalibraci potřebuje pouze jeden 
test k určení kritického lomového přetvoření. Zjednodušené kritérium Bao-Weirzbicki se od 
kritéria redukovaného plastického přetvoření liší pouze v tom, že využívá poznatku autorů o 
neiniciování porušení při napěťové triaxialitě nižší než η = -1/3, jak je vidět na obrázku 6. 
 
Obrázek 6: Zjednodušené kritérium Bao-Wierzbicki – Teng [4] 
 
(4.19) 
(4.20) 
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CrachFEM 
Toto kritérium tvárného porušení, které je přístupné od roku 2002 v programu Pam-
CRASH navrhla skupina odborníků z firem BMW, ESI a MATFEM. Kritérium je určeno 
především pro tenké a tažené plechy (rovinná napjatost). Kritérium rozlišuje dva mechanismy 
zodpovědné za tvárné porušení. V tahové oblasti jím je růst a spojování dutin a v tlakové 
porušování smykovým mechanismem. 
Z tohoto důvodu existují dvě odlišná vyjádření pro redukovaná lomová přetvoření a 
značí se  ߝҧ௙ௗ௨௖௧௜௟௘ a ߝҧ௙௦௛௘௔௥.  
K tvárnému porušení materiálu dojde, když parametr porušení D dosáhne jednotkové 
hodnoty 
ܦ ൌ maxሺܦௗ, ܦ௦ሻ ൌ 1 .  
Jednotlivé lomové parametry (pro tah Dd a smyk Ds) jsou definovány vztahy 
ܦሺௗ,௦ሻ ൌ ׬
ௗఌത
ఌത೑ሺఎ,ఏሻ
ൌ 1ఌത೑଴  , 
kde se pro ߝҧ௙ při tvárném porušování použije exponenciální rovnice závislá na triaxialitě η a 
na třech materiálových konstantách d0, d1, c 
ߝҧ௙ௗ௨௖௧௜௟௘ ൌ ݀଴݁ሺିଷ௖ఎሻ ൅ ݀ଵ݁ሺଷ௖ఎሻ 
a při smykovém mechanismu porušování je rovnice závislá na parametru smykového lomu θ a 
materiálových konstantách d2, d3, f a ks 
ߝҧ௙௦௛௘௔௥ ൌ ݀ଶ݁ሺି௙ఏሻ ൅ ݀ଷ݁ሺ௙ఏሻ 
ߠ ൌ ఙഥ
ఛ೘ೌೣ
ሺ1 െ 3݇௦ߟሻ. 
Protože toto kritérium obsahuje dva zásadně rozdílné modely, vybere se takové 
přetvoření, které nabývá menší hodnoty a dosadí se do rovnice 4.22. Jak je zřejmé z rovnic 
výše, obsahuje toto kritérium sedm materiálových konstant. Přestože bylo toto kritérium 
určeno především pro průmyslovou praxi, stalo by se tím téměř nepoužitelné. Proto se při 
kalibraci používají některé hodnoty z měření vícekrát a ke kalibraci tak postačí pouze čtyři 
experimenty. 
Dá se říci, že kalibrace tohoto kritéria je problematická a doposud není k dispozici 
literatura, z které by se daly materiálové konstanty čerpat. Přesto má toto kritérium dobrý 
(4.21) 
(4.22) 
(4.23) 
(4.24) 
(4.25) 
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fyzikální základ a vkládají se v něj velké naděje. Pro jejich potvrzení však musí být 
provedeno mnoho ověřování výsledků kritéria pro různé materiály a typy zatěžování. 
 
 
 
4.3. Modely porušení v programech MKP 
 
V minulosti bylo navrženo velké množství jednoduchých kritérií tvárného porušení, 
která nemají dobrý teoretický podklad, neboť byla formulovaná na základě empirických 
zkušeností. Snahou vývojářů předních komerčních programů, jako jsou ABAQUS, LS-DYNA 
a PAMCRASH je implementace co možná nejobecnějších kritérií. Výhodou poslední verze 
programu ABAQUS, kterou jsem neměl k dispozici je rozdělení simulace porušení do dvou 
fází. První je inicializace a druhou rozvoj porušení. Jako poslední kritéria, od kterých se 
očekávají velmi dobré vlastnosti jsou Crash-FEM a EWK. Navíc většina programů umožňuje 
naprogramování vlastních konstitutivních vztahů jako uživatelských materiálů (viz kap.6).  
 
 
 
Jméno kritéria  Program 
Redukované přetvoření  ABAQUS, PAMCRASH, LS‐DYNA 
Johnson‐Cook  ABAQUS, LS‐DYNA 
Wilkins  LS‐DYNA, PAMCRASH 
Gurson  ABAQUS, PAMCRASH, LS‐DYNA 
Crach‐FEM  PAMCRASH 
      Tabulka 2: Kritéria tvárného porušení v komerčních programech 
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5. POPIS EXPLICITNÍ MKP 
Explicitní metoda není doposud příliš rozšířena v porovnání s metodou implicitní 
MKP, přestože je okrajově přednášena na FSI, studenti s ní praktické zkušenosti nemají. Proto 
je vhodné její princip přiblížit. 
 
5.1.     Princip explicitní metody MKP 
Explicitní algoritmus MKP vychází z řešení stejné pohybové rovnice jako algoritmus 
implicitní. Zásadní odlišnost přístupu je ta, že pro implicitní algoritmus, se vyjadřuje matice 
posuvů U (n+1) v kroku (n+1) maticí zatížení F(n+1) v tomtéž kroku (n+1). Zatímco u explicitní 
metody se vyjadřuje matice posuvů U (n+1) v kroku (n+1) maticí zatížení F (n) v kroku (n). 
V tabulce 3 jsou pro názornost algoritmy porovnány.  
 
 Výchozí rovnice 
ࡹ.ࢁሷ ൅ ࡷ.ࢁ ൌ ࡲ 
 
Implicit alg.  Explicitní alg. 
ࡹ.ࢁሷ ௡ାଵ ൅  ࡷ.ࢁ௡ାଵ ൌ ࡲ௡ାଵ
 
ࡹ.ࢁሷ ௡ ൅ ࡷ.ࢁ௡ ൌ ࡲ௡ 
zpětné diference  centrální diference 
ࢁሶ ௡ାଵ ൌ
ሺࢁ௡ାଵ െ ࢁ௡ሻ
Δݐ   ࢁ
ሶ ௡ ൌ
ሺࢁ௡ାଵ െ ࢁ௡ିଵሻ
Δݐ  
ࢁሷ ௡ାଵ ൌ
൫ࢁሶ ௡ାଵ െ ࢁሶ ௡൯
Δݐ   ࢁ
ሷ ௡ ൌ
൫ࢁሶ ௡ାଵ െ ࢁሶ ௡ିଵ൯
Δݐ  
rovnice pro posuvy v čase t(n+1) 
൬ࡷ ൅
ࡹ
Δݐଶ൰ࢁ௡ାଵ ൌ ࡲ௡ାଵ ൅
ࡹሺ2ࢁ௡ െ ࢁ௡ିଵሻ
Δݐଶ
 
൬
ࡹ
Δݐଶ൰ࢁ௡ାଵ ൌ ࡲ௡ െ ࡷ.ࢁ௡ ൅
ࡹሺ2ࢁ௡ െ ࢁ௡ିଵሻ
Δݐଶ
Tabulka 3: Základní rozdíl mezi explicitním a implicitním algoritmem  
Implicitní metoda 
Řešení tohoto algoritmu po úpravách vede k výslednému vztahu  ࡷ෡.ࢁ௡ାଵ ൌ ࡲ෡ , kde 
při zanedbatelných setrvačných silách lze vypustit matici hmotnosti. Při řešení této rovnice se 
musí pro každý časový krok definovat matice tuhosti znovu, což zabere nejvíce výpočtového 
času. Jednou z velkých výhod implicitního algoritmu je, jeho nepodmíněná stabilita. To 
znamená, že řešení je stabilní bez ohledu na délku časového kroku. Pozor, délka časového 
kroku ale ovlivňuje přesnost. 
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Explicitní metoda 
 Tato metoda vede na řešení rovnice ve tvaru ࢇ௧ ൌ ሺࡹሻିଵ൫ࡲ௧௘௫௧ െ ࡲ௧௜௡௧൯ –
Dokumentace ABAQUSu, kde na pravé straně je samostatná matice hmotnosti. Jak je vidět 
v tabulce 3, matice hmotnosti se vypustit nedá, jak je tomu u implicitní metody. Největší 
výhodou však je, že matici hmotnosti můžeme vyjádřit jako matici diagonální, čímž se 
soustava rozpadne na n nezávislých rovnic a neznámou lze vyjádřit na úrovni prvků. Proto je 
časový krok o několik řádů rychlejší, než implicitní. Nárůst operací řešiče je lineární, oproti 
kvadratickému nárůstu u implicitní metody, která je závislá na šířce pásu matice tuhosti. 
 
 
 
Obrázek 7: Závislost počtu iterací na velikosti úlohy 
 
 Největší nevýhodou explicitního algoritmu je jeho podmíněná stabilita. To znamená, 
že pro stabilitu řešení je nutné, aby časový krok nepřesáhl svou kritickou hodnotu, která je 
dána 
Δݐ ൑ ∆ݐ௖௥௜௧ ൌ ௟
௖
 , 
ܿ ൌ ටாఘ 
kde ∆ݐ௖௥௜௧ je definován jako čas, za který projde čelo napěťové vlny přes element. 
Proměnná c je rychlost šíření vlnění ve vyšetřovaném materiálu, l je charakteristický rozměr 
(5.1) 
(5.2) 
(5.3) 
Počet uzlových bodů 
Č
as
ov
á 
ná
ro
čn
os
t 
Explicitní 
Implicitní 
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prvku (hrana prvku), E je modul pružnosti v tahu a ρ je hustota materiálu. Po dosazení 
dostáváme vztah 
∆ݐ௖௥௜௧ ൌ ݈ට
ߩ
ܧ    
 
kde je zřetelné, že délka časového kroku je lineárně závislá na velikosti prvku, přímo úměrná 
druhé odmocnině hustoty materiálu.  
 Časový krok si řešič určuje tak, že na počátku vybere nejmenší časový krok pro 
všechny prvky a ten ještě poníží o 10%. Z toho vyplývá, že pro explicitní metodu MKP musí 
být obzvlášť pečlivě vytvářena konečnoprvková síť, protože vyskytne-li se v síti jeden 
výrazně menší prvek než ostatní, čas výpočtu se značně prodlouží.   
 Je zřejmé, že z důvodu podmíněné stability se při řešení provede mnohem více kroků, 
než u metody implicitní. Tím roste význam zaokrouhlovacích chyb. Proto se v programech 
objevují nástroje k potlačení tohoto efektu, které nám však nepomohou při extrémním počtu 
kroků. 
 Výhodou explicitního algoritmu je jednoduchý kód a tím i nenáročnost na paměť. 
 
5.2. Vhodné typy úloh 
Metoda konečných prvků v explicitní podobě byla od počátku svého vzniku 
v šedesátých letech vyvíjena pro rychlé dynamické děje. Dnes se jí využívá při balistických 
testech, simulací výbuchu a jiných typech úloh, které budou popsány níže. 
 
5.2.1. Dynamické děje za vysokých rychlostí 
Jako demonstrativní příklad dynamických dějů za vysokých rychlostí lze uvést odezvu 
součásti (materiálu) na tlakovou vlnu způsobenou výbuchem, kdy se odezva součásti šíří 
v materiálu rychlostí zvuku. K získání dostatečně přesného výsledku je třeba velmi mnoho 
malých časových kroků, což je problémem implicitní metody MKP. 
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5.2.2. Složité kontaktní úlohy 
Definování kontaktních povrchů není při výpočtovém modelování nijak snadné. Jak je 
známé například z implicitního programu ANSYS, je nutné při definování kontaktu zadat na 
kontaktní plochy nové kontaktní prvky (TARGET, CONTA). Toto u většiny explicitních 
programů MKP odpadá. V programu se označí pouze komponenty, mezi kterými se kontakt 
bude realizovat, což velmi usnadňuje formulaci složitých kontaktních úloh s více tělesy.  
 
5.2.3. Úlohy stability 
Úlohy stability jsou spojeny s velkými změnami tuhosti a deformacemi součásti 
v krátkém čase. Mnohdy jsou tyto úlohy doprovázeny složitým kontaktem ploch. 
 
5.2.4. Silně nelineární, kvazi-statické úlohy 
Silnou stránkou explicitních metod je jejich velká stabilita v oblasti velkých nelinearit. 
Toho se s výhodou využívá zvláště při simulacích technologických procesů, přestože se jedná 
o úlohy téměř statické. Technologické operace, jako jsou protahování, kování, plošné tváření 
nejsou jednoduché pro simulaci jejich kontaktu, velkých deformací i třecích podmínek. 
 
5.2.5. Degradace a porušování materiálů 
Explicitní metoda MKP také umožňuje efektivně modelovat degradaci materiálů a 
jeho porušování. Toho se využívá při šířen trhlin a při technologických procesech. 
 
5.3.    Hourglassing 
Je nestabilní chování konečnoprvkové sítě, které vede k chaotickým deformacím sítě, 
znehodnocení výsledků a mnohdy též k selhání výpočtu, jak je vidět na obrázku 8. 
V explicitních metodách se používají z důvodu úspory výpočtového času prvky 
s jedním Gaussovým integračním bodem. Tento typ prvků má však tu nepříjemnou vlastnost, 
že nastane-li deformace symetricky kolem tohoto jediného integračního bodu, neprojeví se 
změna vnitřní energie prvku, vypočítávající se právě v tomto bodě. 
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Obrázek 8: Hourglassingem znehodnocená konečnoprvková síť  
 
 
V komerčních programech, se za horní strop akceptovatelné hodnoty energie 
Hourglassingu považuje 5% celkové vnitřní energie. Hourglassing je jednoznačně 
nežádoucím jevem a je třeba jej minimalizovat. To lze učinit buď zjemněním sítě, což vede 
k delším výpočtovým časům, vyhnout se bodovým zatížením, či použít plně integrované 
prvky. Použitím plně integrovaných prvků se Hourglassing odstraní úplně, ale prodlouží se 
výpočtový čas. Většina výpočetních programů však obsahuje nástroje, které tento jev 
potlačují. Plně integrované prvky nebyly při řešení této práce k dispozici (v ABAQUSu v6.5).  
 Během řešení této diplomové práce se hourglassing projevil u všech úloh. K jeho 
potlačení byl použit nástroj „Hourglass control“. U výsledků prezentovaných v kapitole 8 se 
energie hourglassingu pohybuje do 5%. 
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6. MOŽNÉ IMPLEMENTACE UŽIVATELSKÝCH KRITÉRIÍ 
V PROGRAMECH MKP 
Důvodem implementací nových kritérií do programů MKP bývá jejich testování, či 
praktické využívání. Vývojáři komerčních programů proto více či méně nabízejí možnost si 
vytvořit vlastní uživatelský podprogram (dále jen subroutinu). 
Implementací nových uživatelských konstitutivních modelů se na ÚMTMB FSI VUT 
Brno velmi intenzivně zabýval ing. Bořkovec, na kterého tato práce navazuje. Dále bude 
pojednáno o možnostech implementací v předních MKP programech. 
 
ABAQUS 
Program ABAQUS je uživatelsky velmi otevřen. Jeho dvě nejpoužívanější části 
ABAQUS/Standart a Explicit obsahují pro definování konstitutivních modelů balíčky 
komponent UMAT(ABAQUS/Standart) a VUMAT(ABAQUS/Explicit). Modely materiálu 
pro teplotní úlohy jsou definovány v balíčku UMATHT. Nové podprogramy lze napsat jak 
v jazyku Fortran, tak v jazyku C. 
 V dokumentaci tohoto programu je této problematice věnována celá kapitola. Avšak 
implementace vlastních kritérií není nikterak lehká. Prvotní podmínkou je detailní pochopení 
teorie i plastického chování materiálu, dále je nutné naprogramování kritéria a jeho odladění. 
Nevýhodou je nepříliš jednoduché ovládání. Uživatelské definice se vytváří tak, že se napsaný 
kód převede překladačem Fortran či C do jazyku ABAQUSU. Jak tomu bývá, je i zde 
problém s kompatibilitou, proto je dobré si ji ověřit. 
Pro verzi ABAQUS 6.5.1, která je i na FSI VUT v Brně jsou kompatibilní tyto 
překladače (compilery): 
 Fortran: Fortran 6.0 compac 
     Intel Fortran 7.0 
     Intel Fortran 8.0 
    C++ : Microsoft Visual C++ 6.0 
    Microsoft Visual Studio.Net 
    Microsoft Visual C++ 7.0 
VUT BRNO - FSI APLIKOVANÁ MECHANIKA DIPLOMOVÁ PRÁCE 
 - 42 - 
ANSYS 
Výpočtový program ANSYS, který patří do rodiny konečnoprvkových programů 
ANSYS inc. umožňuje jako ostatní konkurenční programy definování různých uživatelských 
subroutin. V programu ANSYS je umožněno definovat: 
• Definování nových, vlastních elementů 
• Subroutiny monitorování již existujících elementů a jejich změny 
• Materiálová chování – kritéria porušování a mnohé další 
• Rutiny pro zatížení 
• Tvorba vlastních příkazů 
• Vlastní optimalizační rutiny 
• Podpůrné rutiny pro výpočty reakčních sil a 
• Rutiny zaměřené na práci s pamětí 
 
ANSYS / LS-DYNA 
LS-DYNA patří taktéž do skupiny programů ANSYS inc. Možnost užití vlastního, 
uživatelsky definovaného modelu materiálu je v programu LS-DYNA možné od roku 1989. I 
přesto, že již uplynulo mnoho času od poskytnutí této možnosti, v dokumentaci tohoto 
programu se o této problematice moc nepíše. Program umožňuje definovat až deset 
fortranovských podprogramů definujících konstitutivní vztahy. 
Uživatelsky vytvořený program (routine) může být definován jako skalární, či 
vektorový a je pojmenován UMATH. 
K tomu aby byl vytvořen spustitelný program v LS-DYNA je třeba disponovat: 
• Fortran user routine 
• Fortran 77 nebo Fortran 90 compiler 
 
Pro jednotlivé verze LS-DYNA jsou zapotřebí kompatibilní complery, pro příklad jsou 
uvedeny dva typy: 
• LS-DYNA v 950 - SGI Fortran 77 compiler 
• LS-DYNA v 950c - Digital Fortran 90 compiler v.5.2 
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Pam-CRASH 
 Jedním z dalších nejvíce rozšířených explicitních komerčních programů je Pam-
CRASH. I v tomto programu si může uživatel definovat vlastní model materiálu, či kritérium 
porušení, který není zahrnut ve standardní nabídce. Subroutiny se píší v programovacím 
jazyce Fortran 90 a musí být následně kompilovány. Kompilace se provádí pomocí skriptu 
MakeSharedLib, který je standardně dodáván s instalací Pam-CRASHe. Po zkompilování a 
propojení s knihovnou PAM-CSM je možné tuto subroutinu využívat. 
 V předdefinovaných subrutinách nazvaných USRMAT8X je možné: 
• Uživatelsky definovat modely materiálů pro prvky typu „solid“  
• Uživatelsky definovat modely materiálů pro skořepiny 
• Uživatelsky definovat kritéria porušení 
• Uživatelsky definovat porušování bodových svarů 
 
 Volně přístupná dokumentace k tomuto programu na internetu není, jak je tomu například 
v případě ABAQUSU (nyní pro verzi 6.6).  
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7. APLIKACE MODELU PORUŠENÍ PŘI TECHNOLOGICKÉ OPERACI 
STŘIH 
Pro strukturu popisu formulace problémů, cílů a řešení budu vycházet ze struktury 
navržené Janíčkem [10]. Ten rozděluje logicky každý řešený problém (nejenom technický) do 
několika částí.  
 
7.1. Formulace cílu řešení výpočtového řešení technologické operace 
střihu 
Kritéria tvárného porušení jsou nejčastěji kalibrována testy při namáhání tlakem a 
tahem. Také se pro ně převážně používají. Simulací technologie stříhání se mnoho prací 
nezabývá, přestože je o ni zájem nejenom ve strojírenské a technologické oblasti, ale také i 
v automobilovém průmyslu. Proto byl pro aplikaci modelů tvárného porušení zvolen střih 
tyče, který při tvorbě rešerší ve zpracovávaných literárních pramenech nebyl zmiňován. 
Cílem této části diplomové práce je vytvoření výpočtového modelu střihu tyče, který 
umožňuje simulaci tvárného porušení. Otestovat vybraná kritéria tvárného porušování 
z pohledu predikce kritického zatížení, tvaru lomové plochy a porovnání s provedeným 
experimentem.  
 
7.2. Vytvoření systému podstatných veličin 
Systémem podstatných veličin je zde myšlen soubor podstatných dějů a vlastností 
které vstupují do řešení problémové situace. Dle Janíčka [11] je rozdělen do osmi skupin.  
 
7.2.1. Předpoklady modelu střihu  
Při řešení modelu simulace střihu vycházíme z toho, že materiál je spojitý bez 
počátečních trhlin. Dále předpokládáme adiabatický děl v celém objemu, který se nejvíce 
projeví v místě střihu. Strukturální změny materiálu vlivem adiabatického děje neuvažujeme. 
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Pro vyhodnocení střižného děje je důležitý mezní stav tvárného porušení, který při 
střihu nastane. Ten nejlépe charakterizují průběh porušování, průběh střižné síly a tvar střižné 
plochy. 
7.2.2. Model geometrie a topologie objektů 
Výpočtový model se skládá ze tří částí, kterými jsou střižník, střižnice a tyč. Model 
dále využívá rovinné symetrie (v rovině x-y), a proto je modelována pouze jedna polovina 
součástí, pro snížení stupňů volnosti úlohy a tak zkrácení výpočtových časů. Z důvodu 
metalografického vyhodnocení a praktického využití výsledků simulace byl po domluvě 
s vedoucím diplomové práce zvolen jeden z nejčastějších normalizovaných průměrů tyčového 
materiálu ׎12mm, používajícího se i pro výrobu šroubu.  
Střižná vůle mezi střižníkem a střižnicí závisí na kvalitě stříhaného materiálu, tvaru, 
konstrukci nástrojů a rychlosti stříhání. Obecně je volena střižná vůle pro běžné stříhání dle 
vzorce ݒ ൌ ሺ5% ൊ 10%ሻ. ݏ [8], kde s je tloušťka stříhaného materiálu. Dle výkresové 
dokumentace a geometrie střižné soustavy nástrojů byla zvolena střižná vůle 0.3mm.   
Vůle mezi nástroji a stříhaným materiálem se pohybuje dle výkresové dokumentace 
v rozmezí (0.03ൊ0.06). Pro tento model byla zvolena hodnota 0.06mm. 
Při popisu a řešení problémové situace bude využíváno kartézského souřadného 
systému s osami x,y,z, které jsou též ve výpočetním programu označovány čísly 1,2,3 a 
odpovídají x=1, y=2, z=3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 9: Model sestavy pro simulaci střihu tyče 
 
 střižnice 
 střižník 
tyč 
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Střižník 
Střižníkem se nazývá pohybující se nástroj, který střih realizuje. Často se mu také říká 
nůž. Na geometrii střižníku jsou kladeny vysoké nároky, nejenom z pohledu přesnosti, ale 
také stálosti vlastností (geometrické, mechanické). Pro zjednodušení úlohy bude modelována 
pouze funkční část střižníku. Střižná hrana není z důvodu homogenity konečnoprvkové sítě 
zaoblena, ale zkosena o 0.1mm pod úhlem 45°. Zkosení bylo zvoleno i pro zaoblení boku 
střižníku. Modelována je pouze funkční část z důvodu zkrácení výpočtových časů.Velikost 
elementu je 0.75mm. 
 
 
Obrázek 10: Geometrie střižníku 
   Střižnice 
Střižnicí je v tomto případě střižný nástroj, který má nulový stupeň volnosti 
(nepohybuje se). Na geometrii střižnice jsou kladeny stejné nároky jako na geometrii 
střižníku. Modelována je pouze funkční část. Střižná hrana je i tu sražena 0.1mm pod úhlem 
45°. Přednastavená velikost elementu je 0.75mm.  
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Obrázek 11: Geometrie střižnice 
Tyč 
Příčný průřez stříhaného materiálu je půlkruh. Tyč byla rozdělena z hlediska elementů 
na dvě hlavní oblasti. Část A je v ose y široká 1.4mm a velikost elementu je 0.2mm a je 
umístěna v části tyče, kde se předpokládá průběh trhliny. Část B je zbylá část tyče s poměrnou 
délkou elementů, zvětšující se směrem od místa střihu na obě strany. Průřez elementu kolmo 
k ose y má hrany o stejné velikosti jako elementy v části A. Program ABAQUS obsahuje i 
funkci na kontrolu velikosti elementů vytvořené sítě. Bylo snahou, aby byla síť co možná 
nejhomogennější a nevyskytovaly se v ní elementy výrazně odlišné velikosti. Proto byla 
geometrie (nejen) tyče rozdělena na několik podoblastí. I přes velkou snahu se nepodařilo 
v místě A vytvořit pravidelnou síť, která by obsahovala všechny elementy o hraně 0.2mm, jak 
je vidět i na obrázku 12. 
 
 
Obrázek 12: Geometrie tyče 
 
Část B 
Část A 
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7.2.3. Vazby objektu na okolí 
Střižnice je modelována jako tuhé těleso tak, že je nejprve vytvořen 3D model, na 
kterém je vytvořena konečnoprvková síť a povrchové elementy za pomoci příkazu *RIGID 
BODY definované jako ideálně tuhé. Každé tuhé těleso (RIGID BODY) se chová jako jeden 
celek (6 stupňů volnosti ve 3D) a okrajové podmínky se zadávají do jednoho uzlu. Střižnice je 
v praxi upevněna na stole lisu bez možnosti pohybu. Proto byly v referenčním bodě střižnice 
odebrány všechny stupně volnosti (těleso bylo vetknuto), viz. obrázek 13. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 13: Okrajové podmínky výpočtového modelu stříhání 
 
Střižník je modelován rovněž jako tuhé těleso, v jehož referenčním bodě jsou 
odebrány všechny stupně volnosti až na posuv ve směru střihu.  
Tyč je při praktické realizaci stříhání pouze ručně či strojně vkládána, bez zamezení 
osového posuvu. Protože je modelována sestava s využitím rovinné symetrie, bude předepsán 
do roviny symetrie tyče nulový posuv v ose z (3).   
 Protože při porušování elementů vznikají nové plochy a ty s další deformací sítě 
přicházejí navzájem do styku, je nutné nadefinovat takzvaný „eroding contact“. Jako první 
krok byla vybrána sada elementů, do které patří elementy tyče z části A a předpokládá se u 
nich porušování. Jim se definovaly vnitřní plochy všech stěn elementů a jako poslední část 
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byl zvolen typ kontaktu *GENERAL CONTACT, kde byly definovány kinematické kontakty 
mezi všemi možnými existujícími plochami. 
 
 
 
 
 
 
 
Obrázek 14: Nově vzniklé plochy a vytvoření vnitřních povrchů elementů 
 
Funkční povrchy nástrojů jsou broušeny na Ra=0.4 (střižnice) a Ra=0.1 (střižník), kde Ra je 
střední aritmetická odchylka profilu. Po domluvě s vedoucím diplomové práce byl volen 
koeficient tření mezi nástroji a stříhaným materiálem f = 0.1 . 
7.2.4. Interakce výpočtové sestavy s okolím 
Aktivací objektu jsou zde myšleny procesy, které mění výchozí stav sledovaného 
objektu.  V tomto případě to je gravitační síla, kterou zanedbáváme a do referenčního bodu 
střižníku předepsána rychlost posuvu (v kladném směru osy x) o velikosti 1m/s. Tato rychlost 
posuvu byla zvolena po domluvě s vedoucím diplomové práce. 
7.2.5. Působení okolí na objekt 
Na modelovaný objekt nepůsobí žádné vnější (radiace, teplota, atd.), ani vnitřní  
(trhliny, zbytková napjatost, nehomogenita materiálu, atd.) vlivy, které by model ovlivňovaly.  
Nové plochy Erodující prvky 
Prvky možného porušení Vytvořené vnitřní plochy 
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7.2.6. Formulace výpočtového modelu 
Použitý typ elementu konečnoprvkové sítě 
Použitým typem elementu v této práci je osmiuzlový, lineární element s redukovanou 
integrací a kontrolou hourglassingu. Tento prvek patří do skupiny prostorových tělesových 
„brick“ elementů, které mají v každém uzlu tři stupně volnosti. Používá se výlučně pro 
explicitně řešené úlohy.  
V ABAQUSU jsou elementy značeny tak, aby na první pohled bylo zřejmé, o jaký typ 
elementu se jedná. V označení C3D8R znamenají jednotlivé znaky: C – kontinuální 
stress/displacement element, 3D - prostorový, 8 - počet uzlů a R - je označení pro 
redukovanou integraci.  
 
Obrázek 15: Element C3D8R 
Model materiálu 
Stříhaný materiál je ocel 12 050.3 žíhaná na měkko (ČSN 41 2050), pro kterou byly 
materiálové křivky a konstanty určeny Bořkovcem [9] a budou v této práci využity. 
 
Působnost  Norma  Označení 
ISO   ISO 683‐1‐87   C60E4 
EURO    EN 10083‐2‐91  C45 
Německo    DIN 17200‐84   C45 
Velká Británie   BS EN 100083‐2‐91  C45 
USA    ASTM A510  Gr.1043 
Tabulka4: Zahraniční ekvivalenty oceli 12 050.3 – Forejt [6] 
 
Modely materiálu budou v této práci definovány tři. Dva budou nelineární, elasto-
plastické, izotropní, homogenní pro stříhaný materiál. Třetím je elastický, izotropní, 
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homogenní materiál pro materiál nástrojů, který se může zdát jako zbytečný, ale je nutný pro 
výpočet tuhosti kontaktu . Modely materiálu budeme označovat a), b) a c). 
a) Tento model materiálu byl stanoven na základě jednoosé tahové zkoušky a 
přepočítán na skutečné hodnoty napětí a přetvoření. Lineární část materiálového 
chování je dána směrnicí Yongova modulu (E) a nelineární část multilineárně dle 
obrázku 16.  
 
Obrázek 16: Materiálová křivka σ-ε 
 
Veličina  Hodnota Jednotka 
Modul pružnosti v tahu E  208  [GPa] 
Mez kluzu Rp 0.2    375  [MPa] 
Mez pevnosti Rm  570  [MPa] 
Tažnost A  36  [%] 
Kontrakce Z  65  [%] 
Hustota ρ  7850  kg/m3 
Poissonův poměr μ  0.3  [‐] 
Tabulka 5: Materiálové vlastnosti oceli 12 050.3 – Forejt [6] 
 
b) Jako druhý model byl zvolen model materiálu Johnson-Cook. Tento model 
materiálu se vyskytuje v literatuře velmi často [4, 8, 9]. Zahrnuje do popisu 
chování materiálu, vliv plastického přetvoření, ale i rychlost přetvoření a teplotu. 
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Je dán rovnicí: 
ߪ௬ ൌ ሾܣ ൅ ܤ · ሺߝҧ௣ሻ௡ሿ ቂ1 ൅ ܿ · ݈݊
ఌതሶ ೛
ఌሶ బ
ቃ ሾ1 െ ܶכ ௠ሿ, 
kde A, B, c, m, n jsou materiálové konstanty, proměnnými zde jsou redukované 
plastické přetvoření ߝҧ௣, rychlost plastického redukovaného přetvoření  ߝҧሶ௣ , 
referenční hodnota rychlosti plastického redukovaného přetvoření ߝҧሶ଴ a 
homologická teplota ܶכ, která je popsána v kapitole 4.2.1. 
První člen v rovnici vyjadřuje statickou deformační křivku. Druhý člen určuje 
závislost křivky na rychlosti deformace a poslední člen definuje teplotní vliv. 
 
Veličina  Hodnota Jednotka
A  375  [MPa] 
B  552  [MPa] 
n  0,457  [‐] 
c  0,02  [‐] 
m  1,4  [‐] 
Troom  24  [°C] 
Tmelt  1520  [°C] 
ߝሶ଴  0,1  [s‐1 ] 
Tabulka 6: Konstanty pro model materiálu Johnson-Cook – Bořkovec [9] 
c) Tento model materiálu je volen pro materiál nástrojů, které jsou z vysokolegované 
chromové, ledeburitické, kalené oceli 19 437.4, kde tvrdost materiálu je min. 
HRC=61 dle ČSN 41 9437. Protože mez kluzu v tlaku je u tohoto materiálu velmi 
vysoká 2750-3000 MPa dle EN 1.2436, uvažujeme jej jako tuhé těleso. Přesto je 
potřeba do výpočtu zadat základní materiálové vlastnosti z důvodu výpočtu tuhosti 
kontaktu. 
• Modul pružnosti tahu ܧ ൌ 2,1 · 10ହܯܲܽ 
• Poissonův poměr ߤ ൌ 0,3 
• Hustota materiálu ߩ ൌ 7,85  · 10ିଽ ݐ/݉݉ଷ 
 
Při rychlých dějích plastického přetvoření nedochází k výměně vytvořeného tepla 
s okolím a je nutné děj simulovat jako adiabatický. Všechny výpočty byly nastaveny 
jako adiabatické děje s konstantami: 
(6.1) 
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• Měrná tepelná kapacita  ߯ ൌ 520  · 10଺  ே ௠௠
௄
 
• Disipační koeficient přeměny plastické práce v teplo je 0.9 
•  Viskózní tlumení materiálu bylo nastaveno pomocí příkazu *BULK 
VISCOSITY na hodnotu 0.06 a 1.2 
 
Kritéria porušení 
Pro simulaci tvárného porušení byla vybrána dvě kritéria. Tím první je kritérium 
ekvivalentního plastického přetvoření, které bylo pro tento materiál kalibrováno Bořkovcem 
[4] a je použito v kombinaci s multilineárně definovanou materiálovou křivkou σ-ε 
ߝҧ௙ ൌ 1,42  . 
Druhým kritériem je velmi často uváděné kritérium tvárného porušení Johnson – 
Cook, které je pro výpočet použito v kombinaci s modelem materiálu Johnson – Cook. 
Materiálové konstanty jsou převzaty od Bořkovce [4], který kalibroval pro kritérium pouze 
první tři materiálové konstanty, takže je v kritériu pouze jedna proměnná a to triaxialita napětí 
η. 
D1 = 0,25   D2 = 4,38   D3 = -2,68 
 
7.3. Použitý software a hardware 
Úloha střihu tyče je dynamickou úlohou a probíhá za vyšších rychlostí deformace, což 
vedlo k volbě explicitního výpočtového programu.  
 
Hardware 
Veškeré výpočty byly realizovány na univerzitních počítačích v učebně  ÚMTMB FSI 
Brno kde jsou k dispozici počítače s těmito parametry: 
• procesor  Intel® Core™2 6600 s 2,4GHz 
• operační paměť 2GB RAM 
• operační systém Windows XP 
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Autor  Lomové přetvoření  Triaxialita 
Bořkovec ߝҧ௙ ൌ ൫ܦଵ൅ܦଶሺ஽యఎሻ൯ሺ1 ൅ ܦସ݈݊ߝሶכሻሺ1 ൅ ܦହܶכሻ  ߟ ൌ
ߪ௠
ߪത
 
ABAQUS ߝҧ௙ ൌ ൫ܦଵ൅ܦଶሺି஽యఎሻ൯ሺ1 ൅ ܦସ݈݊ߝሶכሻሺ1 ൅ ܦହܶכሻ  ߟ ൌ
ߪ௠
ߪത
 
LS‐DYNA ߝҧ௙ ൌ ൫ܦଵ൅ܦଶሺ஽యఎሻ൯ሺ1 ൅ ܦସ݈݊ߝሶכሻሺ1 ൅ ܦହܶכሻ  ߟ ൌ െ
ߪ௠
ߪത
 
Tabulka 7: Různé definice lomového přetvoření a triaxiality napětí 
 
7.4.1. Testovací úloha „TAH“ 
Z důvodu předešlého rozporu byla provedena další testovací úloha na tyči o průměru 
׎12mm s vrubem o poloměru R=5mm a průměrem krčku d=6mm  (obrázek 17).  
 
Obrázek 17: Tyč s vrubem  
 
 Cílem této testovací úlohy nebylo získání hodnot triaxiality, ale pouze jejího trendu 
v závislosti na lomovém ekvivalentním přetvoření. Protože při jednoosém tahu je dominantní 
jedna složka napjatosti (tahová), je mnohem jednodušší rozlišit, zda pro takto jednoduché 
namáhání kritérium platí, či neplatí.  
 V krčku tyče byl vybrán referenční element, pro který byl vykreslen graf závislosti 
ekvivalentního plastického přetvoření a triaxiality napětí. Ten by se měl podobat všeobecně 
známému průběhu, viz. obrázek 4.  
 Materiálové vlastnosti tažené tyče a kritérium porušení byly zadány naprosto stejné 
jako pro stříhanou tyč. Konstanty pro model materiálu a kritérium porušení J-C jsou v 
 tabulkách 5,6.  
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V dalším kroku byla z důvodu nejednoznačnosti definice triaxiality napětí zvolena 
konstanta D3 s opačným znaménkem. Jak je vidět na obrázku 20, průběh závislosti lomového 
přetvoření na triaxialitě napětí je velmi podobný očekávanému na obrázku 4. 
 
 
Obrázek 20: Závislost ߝҧ௙ െ ߟ pro  D3 = 2.68 
 
Z důvodu jiné definice triaxiality napětí v programu ABAQUS bude používána 
konstanta D3 s opačným znaménkem, než ji navrhl Bořkovec [9]. 
D3 = 2.68 
 
7.4.2. Testovací úloha vlivu hrubosti sítě 
 
V mnoha literárních pramenech je uváděno, že lomová kritéria tvárného porušení jsou 
závislá na hrubosti sítě. Proto bylo rozhodnuto porovnat výsledky reakčních sil v referenčním 
bodě střižníku pro kritérium J-C a to pro tři varianty velikosti elementů v části A, viz. kapitola 
7.2.2. Velikosti jednotlivých elementů sítí jsou 0.1mm, 0.2mm a 0.4 mm. Rozvržení uzlů sítě 
bylo předepsáno 0.1mm, 0.2mm a 0.4mm, síť byla generována automatickou mapovanou sítí, 
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protože obzvlášť u explicitního výpočtu MKP záleží na pravidelné homogenní síti, nebyl 
tento předepsaný rozměr generátorem sítě naprosto všude dodržen.  
U sítě o velikosti elementu 0.1mm bylo při realizaci dosaženo paměťového limitu 
programu ABAQUS 6.5.1 a výpočet nebylo možné provést. Proto byla síť upravena tak, aby 
se snížil počet elementů, ale přesto zůstaly v místě A elementy o hraně 0.1mm.  
 
 
 
                                 a) 0.1mm  b) 0.2mm  c) 0.4mm   
Obrázek 21: Jednotlivé sítě v oblasti A 
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Obrázek 22: Porovnání reakčních sil v referenčním bodě střižníku 
  
 Na průbězích střižných sil je vidět počáteční vymezení vůlí mezi stříhaným 
materiálem a nástroji, dále strmý nárůst střižných sil a jejich následné rozkmitání, což je 
důsledek odmazávání elementů a zakmitnutí celé soustavy. Do velikosti posunutí střižníku 
3mm mají všechny tři výpočtové modely velmi podobný průběh střižné síly. Nad tuto 
hodnotu se projevuje odlišnost průběhu střižné síly s elementy 0.4mm, u kterého dojde 
k porušování elementů mnohem později a střižná síla tak neklesá, jak je tomu u zbývajících 
dvou případů.  
 U varianty 0.1mm byla omezujícím kritériem možnost počtu prvků s kterými je možné 
realizovat v ABAQUSu výpočet. Z těchto důvodů byl zvolen model s velikostí elementů 
0.2mm a všechny další výpočty budou počítány s touto sítí. Na obrázku 22 není vykreslen 
průběh sil nad posuv 5.75mm z důvodu velkého rozkmitu střižných sil 
způsobeného vymazáváním elementů. 
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7.5. Experiment 
Pro verifikaci výsledků výpočtové simulace tvárného porušení bylo provedeno několik 
experimentů střihu tyče na mechanickém klikovém lisu firmy J-VST Brno. 
7.5.1. Materiál 
V době řešení problému nebylo možné zakoupit materiál 12 050.3, proto byl zakoupen 
materiál 12 050.1 o průměru ׎ 12mm a v laboratořích Ústavu materiálových věd zpracován 
žíháním na měkko na 12 050.3. Postup žíhání byl následovný: 
• ohřev materiálu v peci na 680-720 °C 
• setrvání na teplotě 4 hodiny 
• ponechání v peci pomalu vychladnout 
7.5.2. Střižné nástroje 
Střižné nástroje pro simulaci byly modelovány dle zaslané výkresové dokumentace 
firmou J-VST Brno. Při realizaci experimentu však tyto nástroje nebyly k dispozici a střih byl 
prováděn s nástroji s nejbližšími vhodnými rozměry.  
Vnitřní průměr střižnice byl ܦ௦௧ř௜ž௡௜௖௘ ൌ 12.55 ݉݉. Průměr střižníku byl o průměru 
ܦ௦௧ř௜ž௡í௞ ൌ 14.2 ݉݉. Pro posouzení vlivu odlišnosti nástrojů byla část tyče ׎12mm 
opracována na ׎10mm, pro které byly vhodné nástroje dostupné. Materiál byl přestřižen a 
vizuálně se posoudil vliv odlišností geometrie nástrojů na tvar střižné plochy (otlačení). Bylo 
zjištěno, že k zásadním odlišnostem nedošlo. Proto byly všechny experimenty provedeny 
s dostupnými rozměry nožů. 
 Je nutné podotknout, že odlišný tvar geometrie nástrojů má zanedbatelný vliv na 
velikost střižné síly. 
7.5.3. Experimentální soustava pro střih materiálu 
Popis soustavy experimentu je vidět na obrázku 23. Jako výstupní parametry 
experimentu byly velikost střižné síly a posuv. 
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Obrázek 23: Experimentální soustava pro střih materiálu 
 
 
Obrázek 24: Částečný střih tyče 
7.5.4. Výsledky experimentu 
Při experimentech bylo naměřeno 10 závislostí reakční síly na posuvu pro deset 
úplných přestřižení. Dále bylo vytvořeno několik postupných nastřižení tyče pro 
metalografické vyhodnocení plastického toku materiálu, kluzových pásů, rozložení trhlin a 
mikrostruktury pro porovnání s výsledky výpočtového modelování. Tyto výsledky by měly 
být dostupné do obhajoby této práce. 
Naměřené průběhy reakčních sil byly filtrovány z důvodu odstranění šumu a následně 
statisticky vyhodnoceny.  
Aritmetický průměr průběhu střižné síly je na obrázku 25. 
Aritmetický průměr maximální střižné síly je ࡲ࢓ࢇ࢞ࢇ࢘࢏࢚ ൌ ૜૜ ૜૛૙ࡺ. 
 
Snímač posunutí 
Snímač zatížení 
Stříhaný materiál 
Střižník
Beran lisu 
Polotovar 
Odstřižek 
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Obrázek 25: Průběh střižné síly k posuvu beranu lisu 
 Pro ilustraci bude uvedena rychlost beranu lisu v čase. Průběh rychlosti u klikového 
lisu má podobu sinusoidy. Pro vykreslení rychlosti lisu byl numericky derivován posuv 
beranu, který byl měřen společně se střižnou silou. Jak je všeobecně známo, numerická 
derivace velmi zvýrazňuje nerovnosti křivek, ze kterých je počítána. Proto je vhodné derivaci 
dále filtrovat. Průběh rychlosti tu má však pouze ilustrativní charakter a proto filtrace nebyla 
z časových důvodů provedena. Jak je na obrázku 26 vidět, lis je při stříhání zpomalen 
odporem stříhaného materiálu. 
 
Obrázek 26: Rychlost beranu lisu 
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8. PREZENTACE VÝSLEDKŮ ŘEŠENÍ PROBLÉMU 
 
Na základě testu vlivu hrubosti sítě (7.4.2) na výsledky kritérií porušení byla zvolena 
síť o hraně elementu 0.2 mm. Tato velikost elementu byla použita u všech výpočtů. 
Řešená geometrie sestavy obsahuje: 
• 43 542 Uzlů 
• 39 017 Elementů 
Časová náročnost jednoho výpočtu se pohybovala v rozmezí 37 – 95 hodin. 
 
Po provedení výpočtu můžeme konstatovat, že střih kruhové tyče probíhá v těchto 
fázích: 
• Vymezení vůlí mezi nástroji a tyčí 
• Vznik elastických, následně plastických deformací 
• Vznik trhliny a její šíření 
• Úplné oddělení části tyče 
 
 
Nejdůležitější proměnnou, která byla vyhodnocena z výpočtové simulace je  reakční 
síla ve střižníku. Protože byla simulována pouze jedna polovina sestavy, musí být reakční síly 
vynásobeny dvěma. Jednotlivé fáze střihu a zobrazení střižných ploch budou pro obě kritéria 
vykreslovány pro ekvivalentní plastické přetvoření.  
Pro vyšší přehlednost bude pro zobrazení vzniku trhlin, rozvoje trhlin a lomu 
vykreslena pouze tyč.  
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8.1. Kritérium ekvivalentního redukovaného přetvoření 
8.1.1. Jednotlivé fáze střihu  
 
 
 
Obrázek 27: Počáteční stav  
 
 
 
Obrázek 28: Plastické deformace 
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Obrázek 31: Lom součásti 
 
8.1.2. Reakční síla ve střižníku 
 
 
Obrázek 32: Reakční síla ve střižníku pro ߝҧ௙ kritérium 
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8.1.3.  Souhrnné zhodnocení 
 Při zatěžování tyče střižníkem došlo nejprve k vymezení vůlí. Střižná síla má dále 
velmi strmý náběh s elastickou, dále plastickou deformací spojenou s ohybem odstřižku a 
výrazným otlačením odstřižku v místě kontaktu střižník - tyč.  
Porušování součásti při použití kritéria ekvivalentního redukovaného přetvoření 
vznikalo v místě styku střižníku se stříhaným materiálem, což obecně platí i pro reálný střih 
[8]. Poslední elementy, které byly z výpočtu dle kritéria odmazány, ležely ve středu tyče.  
Maximální střižná síla je přibližně 54kN a dochází při ní k vzniku prvních trhlinek 
(vymazávání elementů). Rozvoj porušení je u tohoto kritéria velmi rychlý a k lomu součásti 
dochází při posuvu střižníku o 4.4mm od kontaktu s tyčí. Tvar střižné plochy je hladký a 
věrohodný. 
 
8.2. Kritérium J-C 
 
8.2.1. Jednotlivé fáze střihu  
 
 
 
Obrázek 33: Počáteční stav  
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Obrázek 34: Plastické deformace 
 
 
 
 
 
Obrázek 35: Vznik první trhlinky 
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Obrázek 36: Rozvoj trhlin 
 
 
 
 
Obrázek 37: Lom součásti 
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8.2.2. Reakční síla ve střižníku 
 
 
Obrázek 38: Reakční síla ve střižníku pro J-C kritérium 
 
8.2.3. Souhrnné zhodnocení 
 Po prvotním vymezení vůlí sestavy následoval velmi podobný průběh elastických a 
plastických deformací tyče jako u předešlé varianty. Taktéž došlo k ohybu odstřižku a 
výraznému otlačení i vymazání prvních elementů v obdobném místě jako u předchozího 
kritéria. Avšak při rozvoji porušení se průběh střižné síly a rozvoj trhliny výrazně liší.  
Po vzniku porušení v místě střižných nástrojů vznikají výrazné plastické deformace 
následované rozvojem porušení ve středu tyče. Zbylé elementy po obvodu se dále plasticky 
deformovaly. K úplnému oddělení materiálů došlo dle kritéria J-C při posunutí střižníku o 
9.2mm od okamžiku kontaktu střižník-tyč. Maximální střižná síla je přibližně 62kN. 
Tvar střižné plochy je hladký pouze v malé části středu tyče. Po obvodu leží elementy 
značně plasticky zdeformované a nesouhlasí tak s experimentálním výsledkem.  
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9. ANALÝZA VÝSLEDKŮ ŘEŠENÍ PROBLÉMU 
9.1. Porovnání střižných ploch 
Porovnávání střižné plochy získané experimentem a výpočtovým modelováním bude 
prováděno s předpokládaným tvarem uvedeným v literatuře [8]. Střižná plocha se skládá 
ze čtyř částí (viz. obrázek 39). První částí je pásmo otlačení, které tvoří 6% průměru stříhané 
tyče. Druhou částí je pásmo plastického střihu tvořícího 10% průměru střihu. Třetí část tvoří 
80% průměru tyče a je jím tvárný lom a zbylá 4% jsou plastickým střihem od druhého nože. 
Toto procentuální rozdělení střižné plochy je uvedeno pouze pro ilustraci. Dává nám 
především představu o poměrném rozložení střižných pásem a pro každý materiál se bude 
lišit. Kvalita střižné plochy závisí zejména na velikosti střižné mezery, materiálových 
vlastnostech (tvrdost, houževnatost, křehkost) i kvalitě střižného nástroje.  
 
Obrázek 39: Předpokládaný tvar střižné plochy odstřižku [8] 
9.1.1. Experiment 
Předpokládaný tvar střižné plochy z literatury [8] a z experimentu se téměř neliší. 
Zvláště dobrou shodu má střižná plocha polotovaru s plochou uváděnou v literatuře [8].  
 
       
Obrázek 40: Střižná plocha odstřižku z experimentu 
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Obrázek 41 : Střižná plocha polotovaru z experimentu 
 
9.1.2. Kritérium redukovaného přetvoření 
Střižná plocha modelu s kritériem redukovaného přetvoření je velmi podobná 
experimentální a to nejen z čela, ale také profilovým tvarem pro odstřižek i polotovar. Při 
porovnání jednotlivých přírůstků posuvů u simulace a jednotlivých nastřižení tyče, které se 
také při experimentu prováděly lze konstatovat, že průběh porušování materiálu se u tohoto 
kritéria velmi věrohodně blíží experimentu. 
 
 
Obrázek 42 : Střižná plocha odstřižku pro kritérium Redukovaného přetvoření 
 
Obrázek 43 : Střižná plocha polotovaru pro kritérium Redukovaného přetvoření 
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9.1.3. J-C kritérium 
Průběh lomové plochy u tohoto kritéria byl v rozporu s očekáváním a také její 
výsledný stav je v porovnání s experimentem odlišný. Ze střižné plochy vyčnívají neporušené, 
značně deformované elementy. Zásadní rozdíl J-C kritéria je v průběhu porušování. Jak 
ukázal experiment a potvrdila literatura [8], porušování materiálu začíná na hranách nástrojů 
díky největšímu smykovému napětí. Odtud se trhlina šíří až do lomu. Při simulaci s J-C 
kritériem probíhalo porušení tak, že se nejprve vytvořila malá trhlina na tyči pod hranami 
nástrojů, ale dále se nerozvíjela. K rozvoji porušení docházelo od středu materiálu směrem 
k vnějšímu povrchu, což neodpovídá experimentu. Proto lze konstatovat, že kritérium J-C při 
popisu rozvoje trhliny nepracovalo správně. 
 
 
Obrázek 44 : Střižná plocha odstřižku pro kritérium J-C 
 
 
Obrázek 45 : Střižná plocha polotovaru pro kritérium J-C 
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9.2. Porovnání střižných sil 
 
9.2.1. Analýza střižných sil 
Průběh střižné síly i její velikost je velmi důležitým ukazatelem nejen střižného 
procesu, ale také vlastností stříhaného materiálu. Lze dle něho usuzovat na otupení nástrojů 
(porovnáním průběhů z různých časů), houževnatosti materiálu i dimenzovat celou střižnou 
soustavu. Při skutečném stříhání nevzniká čistý smyk, ale obecná napjatost. Nože se otupují a 
z toho důvodu se střižná síla mění (zvyšuje) o 10 až 30%.   
Při návrhu střižného procesu hraje významnou roli empiricky definovaný vztah pro 
teoretickou střižnou sílu (8.1). Střižná síla dosahuje svého maxima těsně před vznikem 
prvního porušení materiálu a je dána vztahem: 
ܨ௦ ൌ ݊ · ܵ · ߬௦, 
kde Fs [N] je střižná síla, n je koeficient zahrnující opotřebení nástroje a nabývá 
hodnot ݊ ൌ ሺ1,2  ൊ 1,55ሻ [-], S [mm2] je plocha střihu, τs [MPa] je střižný odpor a Rm [MPa] 
je mez pevnosti stříhaného materiálu. 
߬௦ ൌ 0,8 · ܴ௠ 
Střižná síla vypočtená výpočtovým modelováním a síla naměřená při experimentu by se tedy 
měly blížit k teoretické střižné síle dané vztahem 8.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(8.1) 
(8.2) 
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Obrázek 46 : Porovnání střižných sil experimentu, J-C kritéria, kritéria ekvivalentního 
přetvoření a teoretické střižné síly 
 
 Na obrázku 46 jsou zobrazeny výsledné průběhy střižných sil z výpočtového 
modelování, experimentu, ale také teoretická střižná síla pro celý rozsah koeficientu n. 
Teoretická střižná síla nabývá při koeficientu n=1,2 hodnoty Fs = 61,89kN a pro n=1,55 
hodnoty Fs = 79,94kN. 
Z obrázku 46 je patrné, že se jednotlivé průběhy sil a zvláště jejich maxima liší. Náběh 
střižné síly je v případě kritéria ߝҧ௙ a J-C velmi strmý a téměř shodný. Experimentální průběh 
je pozvolný. To je způsobeno vymezováním vůlí sestavy střihu a také samotného lisu. 
Následné průběhy plastické deformace u experimentálního a J-C průběhu jsou si podobné 
tvarem, ne však velikostí. 
Při porovnání maximálních střižných sil lze konstatovat, že nejblíže se teoretické 
střižné síle blíží průběh J-C kritéria a nejméně síla z experimentu. Vztáhneme-li maximální 
střižné síly výpočtů k experimentu, liší se pro kritérium ߝҧ௙ o 62% a kritérium J-C o 86%.  
J-C kritériumߝҧ௙ kritérium 
Experiment 
Teoretická střižná síla
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Porovnáme-li průběh sil při porušování, kritérium ߝҧ௙ vykazuje mnohem strmější 
pokles síly než ostatní průběhy. 
Lze říci, že kvalitativně se experimentálnímu průběhu střižné síly blíží více kritérium 
J-C, než ߝҧ௙. Avšak kvantitativně se zásadně liší. 
9.2.2. Analýza rozdílu mezi výpočty a experimentem 
 Nyní vyvstává otázka, proč je rozdíl mezi experimentem a výpočtovými modely tak 
zásadní. Vzhledem k tomu že analytický vztah pro teoretickou střižnou sílu (8.1) je již velmi 
dlouho používán, dosahuje akceptovatelné přesnosti a nebyly zjištěny problémy s jeho užitím, 
měly by se k ní maximální střižné síly alespoň blížit. 
 Kritéria tvárného porušení je nutné pro každý typ materiálu kalibrovat 
experimentálními testy. Jak bylo uvedeno v 4.2.1, zvláště empirická kritéria jsou závislá na 
typu použitých kalibračních testů. Na základě napjatosti předpokládané ve výpočtu by se měl 
volit typ zatěžování při experimentu. U kritérií, která kalibroval Bořkovec[9] se tato 
problematika projevila nejvíce u kritéria redukovaného přetvoření, kdy pro rozdílné typy testů 
nabývalo lomové přetvoření hodnot ߝҧ௙ ൌ 0.4 ൊ 1.42. 
 Další závislostí, která může výsledky ovlivnit, je vztah mezi rychlostí zatěžování a 
hodnotou materiálových konstant. Kritérium J-C tuto závislost zohledňuje. Zvolená rychlost 
zatěžování při výpočtu 1m/s a posléze zjištěná z experimentu cca 0.084m/s se liší. Zůstává 
také otázkou, při jakých rychlostech byla kritéria J-C a ߝҧ௙ kalibrována. 
  Průběh střižné síly získaný z experimentu je velmi podobný průběhu s kritériem J-C, 
přesto se střižné síly velmi liší ve své velikosti.  Experiment byl při měření veličin zatížen 
chybou měření, která činila 5% z rozsahu měřidel. Dalším faktorem ovlivňujícím velikost 
střižné síly je vzdálenost střižníku a střižnice, kterou nebylo možné dostatečně přesně změřit. 
 Důležitou otázkou je i věrohodnost použitých kalibračních konstant a identičnost 
materiálu použitého při experimentu. Tuto otázku snad zodpoví již připravovaný test tahem.  
  Shrneme-li získané výsledky z experimentu a z výpočtového modelování, lze 
konstatovat, že kritérium redukovaného přetvoření popisuje správný průběh šíření trhliny a 
akceptovatelný vzhled střižné plochy, avšak velikost střižné síly a dobu lomu správně 
nepopisuje.  
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Při zhodnocení schopnosti správného popisu porušení kritériem Johnson-Cook lze 
konstatovat, že kritérium J-C popisuje nesprávně šíření trhliny, avšak velikost střižné síly a 
doba porušení by si zasloužily více pozornosti a hlubší analýzy.    
  Zodpověděním těchto otázek bych se rád zabýval v doktorském studiu. 
 
9.3. Problémy při řešení výpočtového modelu a experimentu 
 
9.3.1. ABAQUS 
 Veškeré výpočtové simulace byly prováděny v programu ABAQUS/Explicit. O tomto 
programu se studenti mnoho nedozví, protože do výuky není zatím zahrnut. Zde uvádím pár 
rad, které by mohly výrazně usnadnit začátky práce dalším řešitelům v tomto programu.  
 Jak již bylo uvedeno, explicitní metoda MKP vyžaduje rovnoměrnou homogenní síť. 
ABAQUS/CAE který slouží jako preprocesor a je v něm tvořen model výpočtu má oproti 
Ansysu horší tvorbu sítě. Z preprocesoru se po kontrole dat vygeneruje „input file“ který je 
vstupem do řešiče. V tomto „input file“ se pracuje s již definovanou sítí, proto je vhodnější 
pro zkušenější výpočtáře vytvořit konečnoprvkovou síť v progresivnějším programu. Pokud 
se řešitel přesto rozhodne využít preprocesor CAE, nabízí toto grafické prostředí funkci na 
kontrolu sítě (MainMenu/Mesh/Verify…). 
 Pokud je vytvořen model v preprocesoru CAE, není vhodné jej převádět (*.cae) do 
jiné verze ABAQUSu z důvodu kompatibility, ať už do verze vyšší, nebo nižší. 
 Zabývá-li se řešitel porušováním materiálu, či jakýmikoliv degradacemi materiálu, je 
velmi dobré si jako výstupní veličinu nechat vypsat i STATUS. Ten dává informaci o tom, zda 
se element ve výpočtu nachází (STATUS=1), či nenachází (STATUS=0). 
 Při zobrazování výsledků výpočtu v ABAQUS/Viewer jsou vždy zobrazeny všechny 
elementy a tudíž mohou vypadat zobrazované výsledky „děsivě“. Proto je dobré nezobrazovat 
elementy se STATUSEM=0 (MainMenu/Tools/Display Group/Create/Elements-Results 
value). 
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10. ZÁVĚR 
Cílem této diplomové práce bylo vytvoření rešeršní studie problematiky numerické 
simulace tvárného porušení. Na základě dostupné literatury byla vybrána nejužívanější a 
nejperspektivnější kritéria tvárného porušení, seřazena do skupin dle rozdělení navrženého 
Atkinsonem a dle rešeršních zdrojů vyznačena vhodnost kritéria pro konkrétní typy 
zatěžování. Tím byla zjištěna současná úroveň prací týkajících se kritérií tvárného porušení. 
 V posledních letech byla definována nová, zatím slibná kritéria, která doposud nebyla 
implementována do komerčních programů, proto je aktuální poptávka po možnostech 
implementace těchto (a nejen těchto) kritérií do výpočetních programů. V další části této 
práce bylo krátké pojednání o možnostech implementace uživatelských podprogramů do 
MKP programů a to z dostupné literatury. 
 Dále se práce zabývá testem výpočtové simulace tvárného porušení střihem kruhové 
tyče z oceli 12 050.3, která byla žíhána na měkko. K verifikaci výpočtů byl proveden 
experiment střihu tyče u firmy J-VST s.r.o. Vybranými kritérii tvárného porušení byla kritéria 
ekvivalentního lomového přetvoření a Johnson –Cook. Výpočty byly provedeny v programu 
ABAQUS, přímo v jeho explicitní části ABAQUS/Explicit.  
Jako první byla odzkoušena funkce „erodujícího kontaktu“, dále byla provedena 
citlivostní analýza vlivu velikosti elementu konečnoprvkové sítě na získané výsledky 
reakčních sil ve střižníku. Byla vybrána síť v místě střihu s velikostí elementu 0.2mm.  
Při nesouladu získaných výsledků od kritéria Johnson – Cook byla vytvořena testovací 
úloha tahu tyče s vrubem na funkčnost kritéria, čímž byla zjištěna znaménková (+/-) 
nejednotnost definice triaxiality napětí v komerčních programech (Abaqus, LS-DYNA) a 
upravena materiálová konstanta D3 kritéria J-C. Při vytváření konečného modelu bylo dbáno 
na homogenitu konečnoprvkové sítě a pro něj vypočteny dvě varianty střihu.   
Vypočtené reakční síly ve střižníku a síly naměřené při experimentu se porovnaly 
s teoretickou střižnou silou. Byl zjištěn podstatný nesoulad jak ve velikosti střižných sil, tak 
v průběhu šíření trhliny. 
Z časových důvodů nebyl tento problém dále zkoumán, přestože by si zasloužil více 
pozornosti. Jeho objasněním a otázkami vzešlými z řešení této diplomové práce bych se rád 
zabýval v doktorském studiu. 
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Shrnutí: 
Prvním cílem této diplomové práce bylo vytvoření přehledu perspektivních kritérií 
tvárného porušení formou rešerše, která byla zpracována do podoby tabulky a 
nejperspektivnější kritéria porušení byla detailně popsána.   
Dalším cílem bylo pojednání implementace uživatelských (vlastních) kritérií do 
komerčních programů, což je zpracováno pro nejpoužívanější programy v kapitole 6. 
Posledním cílem diplomové práce byl test kritérií tvárného porušení, kterými byla 
zvolena kritéria ekvivalentního lomového přetvoření a Johnson-Cook kritérium na 
technologické operaci střih. V této části byl zjištěn nesoulad mezi vypočtenými a 
experimentálními hodnotami střižných sil. Podrobný popis tohoto problému je popsán 
v kapitole 7-9. 
Veškeré cíle byly na zvolené rozlišovací úrovni dosaženy a lze je považovat za 
splněné. 
 
 Body pro další studium: 
• Vliv rychlosti deformace materiálu na model materiálu J-C a kritéria 
porušování 
• Mass scaling, je velmi užitečná funkce, ale její použití je velmi omezeno a 
doposud nebyla definována jednoznačná pravidla pro její použití 
• Další zkoumání vlivu velikosti elementů konečnoprvkové sítě  
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Seznam použitých symbolů 
 
 
Latinské  symboly 
a, b, c [-]  materiálová konstanta (model porušení Grosman) 
d0, d1, c  [-] materiálové konstanty (Crash-FEM) 
d2, d3, f, ks  [-] materiálové konstanty (Crash-FEM) 
cv [
ே ௠௠
௄
] měrná tepelná kapacita 
D [-] lomový parametr, či parametr orušení  
n [-] zpevnění materiálu 
f [-] koeficient tření 
D1-D5  [-]  kalibrační materiálové konstanty  
ܶכ [-]  homologovaná teplota 
Troom  [°C] referenční teplota, při které byl experiment prováděn 
Tmelt  [°C] teplota tavení materiálu 
CCLO [-] materiálová konstanta (Cocroft – Lathan - Oh) 
CRT [-] materiálová konstanta (Ryce – Tracey) 
 Δݐ௖௥௜௧  [s] kritický časový krok 
l [mm] charakteristický rozměr prvku 
A, B, n, c, m [-] materiálové konstanty modelu materiálu Johnson – Cook 
 
 
 
 
 
VUT BRNO - FSI APLIKOVANÁ MECHANIKA DIPLOMOVÁ PRÁCE 
 - 84 - 
 
 
Řecké symboly 
η [-] triaxialita napětí  
β [-] index tvárného napětí 
ε0 [-] přetvoření při jednoosém zatěžování 
σi [MPa] Tresscovo napětí 
ρ [ ௧
௠௠య
] hustota materálu 
χ [ே ௠௠
௄
] měrná tepelná kapacita 
σij [MPa] přírůstek napětí 
εij [-] přírůstek přetvoření 
 ߝሶכ [-] rychlost redukovaného přetvoření 
 ߝሶ௣ [-]  rychlost redukovaného plastického přetvoření 
 εሶ଴ [-]  referenční rychlost plastického přetvoření 
 εത [-] ekvivalentní plastické přetvoření 
 ߝҧ௙ [-] kritické ekvivalentní plastické přetvoření 
 ߝଵ,ଶ,ଷ  [-] hlavní přetvoření 
 ∆εത୮ [-]  přírůstek redukovaného plastického přetvoření 
 ε୤   [-]  lomová přetvoření 
 ߪ௠  [MPa]  hydrostatické napětí 
 ߪത [MPa] redukované napětí dle HMH 
 ξ [MPa] Lodeho parametr  
 J3 [MPa3] třetí invariant tenzoru napětí 
 ߪ௛ [MPa] hydrostatické napětí 
 θ [-] parametr smykového lomu 
 ߬௠௔௫  [MPa] maximální smykové napětí 
 
